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数学的知識とその表現方法についての一考察
－アリストテレスの三段論法を事例として－
兵庫教育大学　囲　岡　高　宏
数学教育がその指導対象としている知識（数学的知識）の本性を明らかにすることは，数学
教育学の根本問題の一つである。筆者は，数学的知識の特性を一つずつ拾い集め，それを精査
していくという作業を積み重ねるにことで，数学的知識の本性の理解に近づいて行きたいと考
えている。
本稿では，知識内容とその表現方法の関係に焦点を当てることで，数学的知識の重要な特性
として，以下の2点を指摘した。
（ア）知識内容とその表現方法は不可分の関係にあり，表現の変更は不可避的に知識内容の変
容を伴う。したがって，表現方法の置き換えによる指導教材の平易化は，いっでも行え
るわけではない。
（イ）表現方法の変更が新たな思考対象の生成と数学的知識の発展を促す。この特性は，数学
学習の系統性，階層性に反映されることになるので，数学教育の観点からも重要となる
特性である。
キーワード：数学的知識，表現方法，アリストテレスの三段論法
認識することの過程と認識の対象の諸特性と
は，同時に研究されるのでなければ意味がない。
（ローレンツ，1989，p．15）
1．はじめに
「算数」「数学」という教科で指導されている教
科内容が現在のような構成をなしていることは，
単なる歴史的偶然であろう1）。したがって，教科
内容の構成順序やその指導の方法・タイミングな
どの整備を，その効果の面から実証的に行ってい
くことは，実践活動における重要な研究課題であ
る。そこでは，「どうやれば子どもの身につくのか，
その方法を答えよ」という技術的な課題設定がな
されていると言えよう。
しかしながら，こうした技術的な課題設定では，
解決できないテーマがある。それは，人間にとっ
て「数学とはなんぞや」「数学を教える意義はな
にか」といった数学教育の根本問題に答えること
である。現在の指導内容（いわゆる，教科書の内
容）をいったん棚上げにして，数学的知識とはそ
もそもどのような特性をもち，それが人間や文化
に果たす役割といったことを，いちいち明らかに
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していく作業，すなわち認識論的研究がなければ，
「何のための数学か」という数学教育の根本的問
題（岩崎，2007，p．32）に答えることはできない
のである。
平林（2007）は，学問主義（academism）と職
業主義（professionalism）という2つの理念を結
合し，数学教育学の学としての基盤を固めること
と，それを教員養成につなげることが教育学部に
は求められるのであるが，今の時点でもまだそれ
に成功していないと，数学教育学の現状を憂慮し
ている。さらに，数学教育の近年の研究動向をな
がめ，（職業主義的な実践的な面の研究に傾きす
ぎている》　ことを指摘し，《職業主義的に偏する
と，それはせいぜい応用心理学でしかない》，《そ
うした数学教育研究は，教育現場に歓迎され，商
業主義やマスコミに持てはやされるかも知れない
が，高貴な（？）大学アカデミズムからは決して
好感をもたれないであろう》　と述べている。
職業主義に傾注する研究を職業主義的研究と呼
べば，それは極論すれば，実践上の効果を短絡的
にねらった研究と言えよう。そして，職業主義的
研究ばかりをやっていたのでは，教育現場とは別
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に大学でわざわざ研究することもなかろう，とい
うのが氏の主張である。
《…数学教育学には，今のように，心理学的偏
重の，むしろノン・アカデミックな研究分野の
他に，広大なアカデミックな研究領域があると
いうことである。それは，新しい意味での知識
観に立った，認識論的研究である。それは，む
しろ知識人類学的研究というべきであろう。》
（平林，2007，p．47）
筆者は，アカデミックな研究に比べて，職業主
義的研究の重要性が低いと言うつもりない。教育
現場で次々と発生する課題を解決するた桝こは，
職業的研究が必要かつ有効である。しかしながら，
課題解決の対象が教育実践という実際的なもので
ある場合，それが往々にして，対処療法的な対応
であったり，近視眼的な処置になる危険性をはら
むことになる。そこで，この危険性を回避し，大
局的な視野からの判断を可能にするアカデミック
な研究が必要となる。
「何のための数学か」という数学教育の根本的
問題に答えるため，また，大局的な視野からの判
断を可能にする知見を得るためのアカデミックな
研究課題として，筆者は，数学教育がその指導対
象としている知識（数学的知識）の本性を明らか
にするという課題を設定することができると考え
る。勿論，このような大きな研究課題は，一度の
論考で一挙に解決する類の課題ではないであろ
う。筆者は，数学的知識の重要と思われる特性を
一つずつ拾い集め，それを精査していくという作
業を積み重ねることで，数学的知識の本性の理解
に近づいて行きたいと考えている。
本稿では，知識内容とその表現方法の関係に焦
点を当てることで，数学的知識の重要な特性とし
て，以下の2点を指摘し，そこから数学教育への
若干の示唆を引き出したい。
（ア）知識内容とその表現方法は不可分の関係
にあり，表現の変更は不可避的に知識内容
の変容を伴う。
（イ）表現方法の変更が新たな思考対象の生成
と数学的知識の発展を促す。
2．表現方法の変更による課題の平易化
（1）四枚カード間題とその同型問題
次に示す問題は，ウェイソン（PC．Wason）と
いう認知心理学者が実験に用いた課題で，「四枚
カード問題」あるいは「ウェイソンの選択課題
（Wasonselectiontask）」と呼ばれている。
とっさに答えると，「Eと4」あるいは「E」
を選ぶ人が多いらしい（市川，1997）。慎重に考
えれば，「母音ならば偶数」つまり「PならばQ」
という形の命題が成り立っているかどうかを調べ
る問題だということに気づく。ちなみに，正解は，
「Eと7」である。
この間題はとても難しく，市川（1997）による
と，オリジナルの実験でイギリスの大学生の正答
率はわずか5％程度，欧米のいろいろな論文に見
られる結果で約10％前後ということである2）。
「四枚カード問題」と同じ論理構造をもつが，
日常的な素材を使うことで正答率を上げることの
できる問題がいくつか作られている3）。論理的に
は同じ構造をもった問題を同型間題という。次の
「パーティー問題」（デブリン，2007，p．152）は，
「四枚カード問題」の同型問題である。
「パーティー問題］
パーティーで4人が飲み物を飲んでいる。
・Aは，16歳である。
・Bは，22歳である。
・Cは，コーラを飲んでいる。
・Dは，ビールを飲んでいる。
このとき，「20歳未満は飲酒禁止」が守られている
ことを確かめるには，どの人をチェックすればよ
いか。
「四枚カード問題」と「パーティー問題」の同
型性は，次のような対応を考えれば明確になろう。
「E」（母音）→「16歳」（20歳未満）
「K」（子音）→「22歳」（20歳以上）
「4」（偶数）→「コーラ」（飲酒していない）
「7」（奇数）→「ビール」（飲酒している）
「パーティー問題」は，はじめの「四枚カード
問題」に比べれば遥かに易しく，「A（16歳）の
飲んでいるものと，D（ビールを飲んでいる）の
年齢をチェックする必要がある」ということが，
すぐにわかってしまう。しかも，「パーティー問題」
では，命題「PならばQ」などの論理を意識的に
考えるまでもなく，正しい答えを選択することが
自然とできるのである。
（2）主題材料効果
論理的な観点から見れば，上の2つの問題は同
一の構造をもつ。したがって，正答率の違いは，
呈示のしかた，すなわち「何についての問題とし
て描写されているか」ということの相違による。
論理的には同じ問題でも，問題の状況や用いる材
料を変えることで，正答率が大きく違ってくるこ
とを，心理学では主題材料効果（thematic
materialeffect）と呼んでいる（市川，1997）。
「四枚カード問題」とその同型間題は，この主
題材料効果が論理判断の問題において確かに生じ
ていること，しかも，日常的な文脈に置き換えた
問題の方がより簡単になることを端的に物語って
いる。
《呈示のしかたを変えるだけで，ほとんどの人
がまちがえるむずかしい問題が，楽に正解でき
る非常に簡単な問題になる。人は，課題の論理
構造が同一であっても，なじみのある日常的な
物や状況に関しては，抽象的な物やなじみのな
い設定の場合より，はるかによく推論ができる
のである。）
（デブリン，2007，p．155）
「四枚カード問題」が難しい理由は，それが人
工的に作り出された実世界とは関係のない問題
で，いったいどんな問題なのかを理解するのに時
間がかかり，経験に対応づけて考えにくいからで
ある（安西，1985，p．104）。一方，「パーティー
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問題」では，それが実世界の問題であり，状況に
具体性があるため，解決のために経験に基づく豊
富なイメージ4）を利用することができるのである。
主題材料効果を上手に使うことで，難しい問題
をそれと同型で（したがって，問題の本質は変え
ず）易しい問題に置き換えることができるならば，
教授的効用において，これほど便利なことはない
であろう。指導が難しい学習内容を，なじみのあ
る具体的なもので表現し直すだけで，それを平易
な学習内容にすることができるからである。もし，
このようなことが可能ならば，算数・数学の学習
指導法の工夫改善の大部分は，この点に集中する
ことになろう。すなわち，教材の状況や素材を現
実的で学習者のなじみぶかいものに翻訳していく
ことで，学習が困難な内容に対する指導法改善が，
概ね達成されることになるのである。
ここで疑問となるのは，次のことである。どの
学習教材でも，もとの教材のもつ本質をそのまま
にたもって，効果的に教えられるような別の教材
に翻訳することが可能なのか。つまり，知識内容
は変えずに，その表現方法だけ変更することが，
いっでもできるのかという問題である。特に，「数
学」という階層性の高い知識に対して，そういっ
たことが可能なのか，ということである。次節で
は，この点について検討していく。
3．知識内容と表現方法の不可分性
（1）アリストテレスの三段論法
以下に，自然言語で表現した三段論法の一つの
例を示す。
す べ て の 人 間 は 死 す べ き も の で あ る。
ソ ク ラ テ ス は 人 間 で あ る。
ソ ク ラ テ ス は 死 す べ き も の で あ る。
【自然言語による表現（内容的）】
「すべて」と「ある」を限量子として使用する
主語・述語命題には，次の4種類がある（SaPな
どの略記法は，デプリン，1995を参照した）。
「すべてのSはPである」（SaP）
「すべてのSはPでない」（SeP）
「あるSはPである」　　（SiP）
「あるSはPでないj　　（SoP）
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「ソクラテス」をS，「死すべきもの」をP，「人
間」をMとすると，上にあげた三段論法を，次
のように形式的に書くことができる。
MaP
SaM
SaP
【記号による表現（形式的）】
自然言語による表現は，「ソクラテス」「死すべ
きもの」などの意味を伴うため，必然的に特殊な
言明となる。それに対して，記号による形式的な
表現は，意味を捨象して，抽象的な推論パターン
のみを表現することを可能にする。この記号表現
が有する抽象性によって，純粋に推論のみの考察
が容易になる。すなわち，個別的で特殊な事例に
付随する経験的な意味から解放されて，一般的な
推論パターンの考察が，抽象的な記号表現の使用
によって開始されるのである。
たとえば，「全部で何種類の三段論法があるの
か」ということを，自然言語による表現だけで調
べるのは非常に難しい。しかし，記号による表現
を用いれば，以下に示すように比較的容易に，そ
の総数を求めることができる。
限量子のつかない三段論法のすべての組み合わ
せは，次の4通りである。
? ? ? ?‖ ? ?‖ ? ?? ?
これらに限量子をつけると，それぞれの主語と
述語の間に「a，e，1，0」が入るので，総計256通り（4
×4×4×4）の三段論法がある。
【三段論法の総数】
アリストテレスは，この中から，19個を正しい
三段論法5）として確定したのであるが，実は，そ
の内の2つが誤りであった。驚くことに，そのこ
とに人類が気づくまでに約二千年の歳月が流れた
のである（デブリン，1995，p．72）。
（2）ブール代数による三段論法の表現
プール論理学の体系では，基本的な4つの主
語・述語命題が，次のように表現される（デブリ
ン，1995，p．75）。
SaP：　S（1－P）＝O
SeP：　ps＝O
SiP：　sp≠O
SoP：　S（1－P）≠0
この表現方法を使うと，たとえば，（1）にあげた
「ソクラテス」の三段論法は，次のように表される。
m（1－p）＝0
S（1－m）＝0
S（1－p）＝0
【ブール代数による三段論法の表現】
さて，アリストテレスが誤った（すなわち，ア
リストテレスは，正しい推論と判断したが，実は
正しくないことが後に発見された）三段論法の一
つは，次のようなタイプのものである。
す べ ての Mは Pで ある。
すべ ての Mは Sで あ る。
あ る Sは Pで ある。
【アリストテレスが誤った三段論法】
ここで，M，P，Sに具体的な内容をもたせると，
たとえば，次のようになる。
すべてのカラスは鳥である。
すべてのカラスは動物である。
ある動物は，鳥である。
ヽヽヽヽヽヽ
この場合の結論は正しい。したがって，正しい
判断を下したことになる。しかし，それは，M，S，
Pに「カラス」，「動物」，「鳥」を当てはめた特殊
な事例についてのこと，すなわち，言及されてい
る対象の意味を考慮した（「動物」と「鳥」の意
味を知っている）結果であるに過ぎず，二つの前
提から論理的に導き出される結論ではない。今問
題なのは，結論の真偽ではなく，推論パターンが，
一般的に（つまり，M，－S，Pにどのような概念
を当てはめても）正しいのかどうか，ということ
である。
上に示したアリストテレスが誤った三段論法
を，ブール代数の表現方法で書き直すと，次のよ
うになる。
m（1－p）ニO
m（1－S）＝O
Sp≠0
命題の間の論理的な関係を記号表現で表し，推
論を代数計算に置き換えることで，アリストテレ
ス以来見過ごされてきた誤りが，次のように明ら
かとなる。
m＝0とすれば，Sとpが何であろうとも前提は
正しくなる（はじめの2つの式は成り立つ）。この
ように前提が正しいのに，結論sp≠0が正しくな
い（sp＝0が成り立つ）ということは起こりうる。
たとえば，m＝0，S＝0，pこ1とすると，二つの前
提m（1－p）＝0，m（1－S）ニ0は成り立つが，結論
はsp＝0となってしまうのである。したがって，
正しい前提から誤った結論を導くことになる。つ
まり，ここに使用されている推論は正しくない（こ
の三段論法は正しくない）ということになる。実
際，その例を，次に示すようにつくることができ
る。
すべての緑色のブタは，緑である。
すべての緑色のブタは，ブタである。
あるブタは，緑である。
（3）知識内容と表現方法の不可分性
論理的推論を，自然言語で表現しようとブール
代数で表現しようと，その本質的なパターンが変
化するわけではない。しかし，ある表現では気付
きにくい事柄が，別の表現では捉えやすくなるこ
とはある。このことが，前述したように，アリス
トテレスの三段論法に対する自然言語表現とブー
ル代数表現を対照させた事例に端的に現れている。
表現方法の変更により，以前には見えていな
かった事柄が見えるようになる。この背景には，
表現方法の変化と同時に，考え方も変化している
ことが指摘できる。ブール代数を使った表現では，
論理的推論を代数計算のパターンとして考えてい
るがゆえに，m＝0のような自然言語表現では不
自然な6），しかし，代数の研究では当然チェック
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すべき場合が考察の対象となるのである。した
がって，ある表現αで表されていた内容を，α
と同型の別の表現βで表すことができたとして
も，αとβがまったく等価であるとは，少なく
とも「気付きやすさ」「扱いやすさ」といった心
理的な面からは言えないのである。
多くの語が経験世界にその指示対象をもち，豊
かなイメージに支えられている自然言語は，たし
かに強力な思考手段の一つである。一方，数学で
使用される記号表現は，抽象的で現実感に欠け，
初心者や門外漢には理解を阻む壁として立ちはだ
かる。しかしながら，まさにその抽象性のために，
個々の経験にまとわりつくイメージに振り回され
ることなく，純粋に形式だけを考察することが可
能となる。すでに観た三段論法の例でいえば，自
然言語で語るよりも，具体性や有意味性をぬぐい
去った記号表現を用いる方が，論理の中の形式的
パターンの考察には好都合であり，アリストテレ
スでさえ犯したミスに気づかせてくれるのである。
こうした抽象性あるいは一般性を志向した表現
方法の変更が，新たな考察対象の生成を促し，知
識の変容・拡張を導くところに，数学的知識の一
つの特性を観ることができる。
《算数から数学への展開を概観すれば，数学は
算数の日常的事象の断片やとりとめもない事態
を，論理的に秩序立てた世界に仕立て上げてい
く，といってよいであろう。そこにあるのは具
体や特殊を背景に退けていく，絶え間のない抽
象と一般化という認識作用である。》
（岩崎，2007，p．209）
結局のところ，ある種の数学的知識においては，
知識内容とその表現は分離不可能であり，表現の
変更は不可避的に知識内容の変容を伴う。した
がって，2節の終わりに述べたような，表現方法
の置き換えによる指導教材の平易化が，いっでも
行えるわけではない。
また，表現方法の変更によって新たな思考対象
が生成されるという特性は，数学学習の系統性，
階層性に反映されることになるので，数学教育の
立場からも，数学的知識の重要な特性の一つであ
ると言える。
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4．おわりに
抽象的な表現で整備されている「数学」の内容
を，学習者の経験世界の中で意味をもつ具体的素
材で表現し直すこと（教材づくり）は，学習指導
の基本であろう。それによって，学習にとりかか
る動機，学習を継続する根気を，学習者に持たせ
ることができる。しかし，これまで見てきたよう
に，数学的知識のある部分は，その表現方法と不
可分の関係にあり，全く等価な置き換えができな
い場合があることを忘れてはならない。ブール代
数の記号表現が難しいからといって，自然言語だ
けの使用にとどまっていたのでは，見えてこない
ものがあったのである。
抽象的なものを具体的なものへ置き換えると，
「わかりやすさ」とひき替えに，ある種の「汎用性」
のようなものが失われる。この点をわきまえるな
らば，数学的知識の「抽象性」をわかり難さの元
凶のように考え，それを「具体」に置き換えるこ
とで，手っ取り早い理解を追求することには，慎
重にならざるを得ない。く抽象的な数学〉　を　く具
体的な教材〉　に置き換えるとき，何とひき替えに
何が失われるのか，また，その　〈具体的な教材〉
から　〈抽象的な数学〉　を構築するための有効な道
筋にはどのようなものがあるのか，といったこと
を具体的な事例に則して明らかにしていくこと
が，数学教育学の固有な研究課題の一つを成すと
考える。
本稿では，数学的知識の特性として，次の2点
を指摘した。
（ア）知識内容とその表現方法は不可分の関係
にあり，表現の変更は不可避的に知識内容
の変容を伴う。したがって，表現方法の置
き換えによる指導教材の平易化は，いっで
も行えるわけではない。
（イ）表現方法の変更が新たな思考対象の生成
と数学的知識の発展を促す。この特性は，
数学学習の系統性，階層性に反映されるこ
とになるので，数学教育の観点からも重要
な特性である。
勿論，これらの特性が数学的知識の性格をすべ
て網羅しているわけではなく，さらなる研究が必
要である。また，アリストテレスの三段論法とい
う論理学の－話題だけを用いての考察のため，数
学的知識一般に対する妥当性が弱いという問題も
ある。今後，他の数学内容に対する観察を行いな
がら，今回指摘した特性の妥当性を確認するとと
もに，新たな特性を指摘していくことが課題である。
註
1）数学の多種多様な研究領域の中から，「どの
領域の内容を選択し，どの程度の分量をいっ教
えなければならないのか」ということに，少な
くとも現在の日本においては，十全な科学的あ
るいは理論的な根拠があるとは思われない。
2）市川が日本の大学生に行った結果では，文系
30～50％，理系70～90％とかなりよくなる。し
かし，これは，大学の講義の中で，「ひっかか
りやすい問題を出すぞ」という暗示をした状況
で，しかも高校数学で「逆，裏，対偶」などを
習ってきている日本の大学生だからこそ，と
市川は，高い正答率の理由を分析している。
3）たとえば，市川（1997）は，「封筒問題」「シ
アーズ問題」「帽子問題」を紹介している。
4）安西（1985）は，《経験に基づいたイメージ
思考ができるということ，それは私たちの思考
のひとつの本質である。ものごとを自分のこと
として深く理解するには，自分自身の経験に基
づいたイメージ思考がどうしても必要なのであ
る。》（p．107）と述べた上で，感情をこめたイメー
ジによる思考を「熱い」思考，イメージの移ろ
いやすさを乗り越えた論理的思考を「冷たい」
思考と呼んでいる。
5）ここでの正しい三段論法とは，2つの前提が
真となるときは結論も必ず真となることを意味
している。
6）m＝0とは，概念Mが存在しないことを表し
ている。自然言語を用いた日常的論理では，存
在しない概念を考察の対象にすることは不自然
であろう。
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AStudyofMathematicalKnowledgeanditsRepresentation：
FromtheCaseofAdstotle’sSylloglSm
by
′mkahiroKUNIOKA
HyogoUniversityofTbacherEducation
Tbanswerthequestion，“WhatisthenatureofmathematicalknowledgeP”isoneoftheimportanttasks
inmathematicseducation．ThepurposeofthisarticleistopointoutthefollowlngaSfeaturesofmathematical
knowledge，byuslngtheexamplesofAristotle’ssylloglSmanditsBooleanalgebraicexpressions．
（a）Itisnotalwayspossibletoseparatethecontentofsomemathematicalknowledgefromits
representations．Modificationoftherepresentationofmathematicalknowledgenecessarilyleadsto
Changeofthecontenttosomedegree．Therefore，WearenOtalwaysabletopresentteachingmaterials
inaneasierwaybymodifyingtheirrepresentations．
O））Modificationoftherepresentationofmathematicalknowledgefacilitatesthegenerationofnewideasand
thedevelopmentofmathematicalknowledge．Thisisalsoimportant丘・omaperspectiveofmathematics
education，becausethesequentialsystemorhierarchyoflearnlngmathematicsrenectsthisfeature．
ThereforeindeveloplngteaChingmaterialsinmathematicsclasses，WeShouldconsidernotonlythemerit
Ofamodificationfromabstractrepresentationsofmathematicalknowledgetoconcreterepresentationsof
them，butalsothedemerits，SuChasloslnggeneralityormultiplicityofusewithwhichabstract
representationscouldbeendowed．
